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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1: ΤΣΗΜΑΣΑ 

 
1.   Γξακκηθά ζπζηήκαηα: 

 

Α. α. Κάζε εμίζσζε πνπ έρεη (ή κπνξεί λα πάξεη) ηελ κνξθή  αx+βy=γ κε α,β,γ R θαη x,y  R ιέγεηαη 

γξακκηθή εμίζσζε κε δπν αγλώζηνπο. 

ηελ γξακκηθή εμίζσζε αx+βy=γ έρνπκε όηη: 

 ηα x,y είλαη νη άγλσζηνη ηεο εμίζσζεο (βιέπνπκε όηη έρνπλ εθζέηε ην 1! ) . 

 ηα α,β ιέγνληαη ζπληειεζηέο ησλ αγλώζησλ. 

 ην γ ιέγεηαη ζηαζεξόο όξνο. 

 

π.ρ. Οη εμηζώζεηο 3x-y=9, 
17

2
x+ 0,6y=14, -αx+βy=0 είλαη γξακκηθέο εμηζώζεηο κε δπν αγλώζηνπο. 

 

β. Δπίιπζε ηεο εμίζσζεο αx+βy=γ, α,β,γ R θαη x,yR: 

Έρνπκε όηη: αx+βy=γ βy=γ-αx y=
x 




 (β 0) άξα νη ιύζεηο ηεο γξακκηθήο εμίζσζεο 

αx+βy=γ είλαη ηα άπεηξα ζην πιήζνο δεύγε ηεο κνξθήο (x, 
x 




), β 0 (ή (

y 




,y), α 0 

αλ επηιύζνπκε ηελ εμίζσζε σο πξνο x). 

 

π.ρ. Να ιπζεί ε εμίζσζε 3x-y=9. 

Έρνπκε όηη: 3x-y=9 y=3x-9 θαη άξα νη άπεηξεο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο ζα είλαη ηεο κνξθήο 

(x,3x-9), xR. 

 

ΥΟΛΙΟ: 

Αλ ζέινπκε λα βξνύκε κηα ιύζε ηεο εμίζσζεο αx+βx=γ είηε δίλνπκε κηα ηηκή ζην x (ή ην y) θαη 

βξίζθνπκε ηελ αληίζηνηρε ηηκή ηνπ y (ή ηνπ x) είηε βξίζθνπκε κηα ιύζε ηεο από ηα δεύγε  (x, 
x 




), 

β 0 ή (
y 




,y), α 0 δίλνληαο κηα ηηκή ζην x ή ην y αληίζηνηρα. 

 

γ. Σν ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο αx+βy=γ, α 0 ή β 0 παξηζηάλεη επζεία. Γπν εηδηθέο 

πεξηπηώζεηο ηεο γξακκηθήο εμίζσζεο αx+βy=γ, α 0 ή β 0 (1) είλαη νη εμήο: 

i. Αλ α=0 ηόηε ε (1) δίλεη βy=γ  y=



 δειαδή γεληθά y=θ.  

Απηή είλαη ε εμίζσζε ηεο ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f(x)=θ θαη παξηζηάλεη επζεία // ζηνλ άμνλα xx’ πνπ ηέκλεη 

ηνλ yy’ ζην ζεκείν (0,θ). 
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                          y 

           

                      θ                                    y=θ 

                       

 

 

                                                                                     x   

                        0 

 

 

π.ρ. Οη επζείεο y=5, y=-
3

1
, y=2,8 είλαη // ζηνλ xx’. 

ii. Αλ β=0 ηόηε ε (1) δίλεη αx=γ x=



 δειαδή γεληθά  x=θ. Απηή παξηζηάλεη επζεία // ζηνλ 

άμνλα yy’ πνπ ηέκλεη ηνλ xx’ ζην ζεκείν (θ,0). Ζ επζεία απηή δελ είλαη γξαθηθή παξάζηαζε 

θάπνηαο  ζπλάξηεζεο  δηόηη ην θ αληηζηνηρίδεηαη ζε όινπο ηνπο  πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο. 

 

                  y 

                                 x=θ 

 

 

 

                                                                     x 

              0                   θ                      

 

 

                     

  π.ρ. Οη επζείεο x=2, x=-1,7, x=
4

5
 είλαη // ζηνλ yy’. 

 

B. ύζηεκα δπν γξακκηθώλ εμηζώζεσλ κε δπν αγλώζηνπο: 

 

Όηαλ δεηάκε ηελ θνηλή ιύζε (ή ηηο θνηλέο ιύζεηο) δπνγξακκηθώλ εμηζώζεσλ κε δπν αγλώζηνπο ιέκε 

όηη έρνπκε έλα ζύζηεκα δπν γξακκηθώλ εμηζώζεσλ κε δπν αγλώζηνπο. Ζ γεληθή κνξθή ελόο ηέηνηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη ε εμήο: 








``` 


 

 

Σν δηαηεηαγκέλν δεύγνο αξηζκώλ (x,y) πνπ επαιεζεύεη ηαπηόρξνλα θαη ηηο δπν εμηζώζεηο ιέγεηαη ιύζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Ζ δηαδηθαζία εύξεζεο ηεο ιύζεο ιέγεηαη επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Ο έιεγρνο πνπ θάλνπκε πξνθεηκέλνπ λα δνύκε εάλ ε κιύζε πνπ βξήθακε είλαη ε ζσζηή ιέγεηαη 

επαιήζεπζε. 

 

 

 

 

 

 



 
 

ΔΠΗΜΔΛΔΗΑ: ΦΗΣΑΚΖ ΓΗΧΡΓΟ-ΕΑΥΑΡΟΤΛΖ ΑΥΗΛΛΔΑ ειίδα - 3 - 
 

 

α. Μέζνδνο ηεο αληηθαηάζηαζεο: 

Πξνθεηκέλνπ λα ιύζνπκε έλα ζύζηεκα κε ηελ κέζνδν ηεο αληηθαηάζηαζεο εθαξκόδνπκε ηελ εμήο 

δηαδηθαζία: 

 

1
νλ

: Λύλνπκε κηα από ηηο δπν εμηζώζεηο σο πξνο ηνλ έλα άγλσζην. πλήζσο ιύλνπκε σο πξνο ηνλ 

      άγλσζην πνπ έρεη ηνλ “κηθξόηεξν” ζπληειεζηή. 

2
νλ

: Αληηθαζηζηνύκε ηελ παξάζηαζε ηνπ αγλώζηνπ απηνύ ζηε δεύηεξε εμίζσζε. 

3
νλ

: Λύλνπκε ηελ εμίζσζε πνπ πξνθύπηεη θαη βξίζθνπκε ηελ ηηκή ηνπ ελόο αγλώζηνπ. 

4
νλ

: Αληηθαζηζηνύκε ηελ ηηκή απηή ζηελ πξώηε εμίζσζε θαη ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ άιινπ 

      αγλώζηνπ. 

 

π.ρ. Να ιπζεί ην ζύζηεκα () 
12

5 2 4

x y

x y

 


 
 

Σν αξρηθό ζύζηεκα () γξάθεηαη ηζνδύλακα (`)
12

5 2 4

x y

x y

 


 
. 

Αληηθαζηζηνύκε ην x ζηελ δεύηεξε εμίζσζε θαη βξίζθνπκε ην y: 

5(12-y)-2y=4 60-5y-2y=4 7y=56 y=8. 

Αληηθαζηζηνύκε ην y ζηελ πξώηε εμίζσζε θαη βξίζθνπκε ην x: 

x=12-8 x=4. 

Άξα ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο (4,8). 

 

 

β. Μέζνδνο αληίζεησλ ζπληειεζηώλ ή απαινηθήο: 

Πξνθεηκέλνπ λα ιύζνπκε έλα ζύζηεκα κε ηελ κέζνδν ηεο απαινηθήο εθαξκόδνπκε ηελ εμήο δηαδηθαζία: 

 

1
νλ

: Φέξλνπκε ηηο δπν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζηε κνξθή αx+βy=γ θξνληίδνληαο λα είλαη ηα x θάησ 

       από ηα x, ηα y θάησ από ηα y θαη ζηα δεύηεξα κέιε νη γλσζηνί όξνη. 

2
νλ

: Πνιιαπιαζηάδνπκε ηε κηα ή θαη ηηο δπν εμηζώζεηο κε θαηάιιειν αξηζκό ώζηε νη ζπληειεζηέο ηνπ x ή 

      ηνπ y ζηηο δπν εμηζώζεηο λα είλαη αληίζεηνη αξηζκνί. 

3
νλ

: Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο νπόηε απαιείθεηαη ν έλαο άγλσζηνο θαη πξνθύπηεη 

      εμίζσζε σο πξνο ηνλ άιιν άγλσζην κόλν, ηελ νπνία επηιύνπκε. 

4
νλ

: Αληηθαζηζηνύκε ηελ ηηκή ηνπ αγλώζηνπ πνπ βξήθακε ζε κηα από ηηο δπν αξρηθέο εμηζώζεηο 

      βξίζθνληαο έηζη θαη ηνλ άιιν άγλσζην. 

    

π.ρ. Να ιπζεί ην ζύζηεκα ()
2 3 6

3

x y

x y

 


 
 

Θα θάλνπκε απαινηθή ηνπ y. 

 

Σν () ηζνδύλακα ζα πάξεη κνξθή
2 3 6

3    ( 3)

x y

x y

 


  
  (`)

2 3 6

3 3 9

x y

x y

 


 
. 

 Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο ηνπ (`)  θαη παίξλνπκε: 

 5x=15 x=3. 

 Γηα x=3 από ηελ x-y=3 παίξλνπκε y=0. 

 Άξα ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο (3,0). 
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ΥΟΛΙΑ: 

 

1. ύζηεκα αδύλαην: 

Να ιπζεί ην ζύζηεκα ()
2 4 3

2 4 2

x y

x y

 


  
 

Δθαξκόδνληαο ηελ κέζνδν ηεο απαινηθήο έρνπκε όηη: ()
 

2 4 3

2 4 2 1

x y

x y

 


    
 (`)

2 4 3

2 4 2

x y

x y

 

  

 θαη 

κε πξόζζεζε ησλ εμηζώζεσλ θαηά κέιε έρνπκε 0x+0y=5. 

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε είλαη αδύλαηε. Άξα θαη ην αξρηθό ζύζηεκα () δελ έρεη ιύζεηο θαη ιέκε όηη είλαη 

αδύλαην. 

 

α. Γεσκεηξηθά έλα ζύζηεκα αδύλαην παξηζηάλεηαη κε δπν επζείεο δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο αιιά 

    παξάιιειεο. 

β. Γπν γξακκηθέο εμηζώζεηο παξηζηάλνπλ παξάιιειεο επζείεο όηαλ δηαθέξνπλ κόλν σο πξνο ηνλ ζηαζεξό 

    όξν. 

 

2. ύζηεκα κε άπεηξεο ιύζεηο ή αόξηζην: 

Να ιπζεί ην ζύζηεκα ()
2

2 2 4

x y

x y

 


 
 

Δθαξκόδνληαο ηελ κέζνδν ηεο απαινηθήο έρνπκε όηη:  ()
2 ( 2)

2 2 4

x y

x y

   


 
  (`)

2 2 4

2 2 4

x y

x y

   


 
 θαη 

κε πξόζζεζε ησλ εμηζώζεσλ θαηά κέιε έρνπκε 0x+0y=0. 

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε αιεζεύεη γηα θάζε x θαη y. Άξα θαη ην αξρηθό ζύζηεκα () έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

 

3. Γπν γξακκηθά ζπζηήκαηα ιέγνληαη ηζνδύλακα όηαλ έρνπλ ηηο ίδηεο αθξηβώο ιύζεηο. Ζ κεηαηξνπή ελόο 

    ζπζηήκαηνο ζε ηζνδύλακό ηνπ γίλεηαη κε έλαλ από ηνπο παξαθάησ ηξόπνπο: 

 

1
νλ

: Λύλνπκε ηελ κηα εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο σο πξνο έλα άγλσζην θαη ηνλ αληηθαζηζηνύκε ζηελ 

      άιιε εμίζσζε. 

2
νλ

: Αληηθαζηζηνύκε κηα από ηηο εμηζώζεηο (ε) ή (ε`) ηνπ ζπζηήκαηνο π.ρ. ηελ (ε) κε ηελ εμίζσζε 

      ι(ε)+ι΄(ε`) πνπ πξνθύπηεη αλ ζηα κέιε ηεο (ε) πνιιαπιαζηαζκέλα κε ι 0 πξνζζέζνπκε ηα κέιε 

      ηεο (ε΄) πνιιαπιαζηαζκέλα κε ι` 0 . Ζ εμίζσζε ι(ε)+ι`(ε`) ιέγεηαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ 

      (ε) θαη (ε`). ε όια ηα πξνεγνύκελα παξαδείγκαηα ηα ζπζηήκαηα () θαη (`) είλαη ηζνδύλακα. 

 

γ. Λύζε – δηεξεύλεζε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο: 

 

Μηα δηάηαμε αξηζκώλ (ή παξαζηάζεσλ) ζε δπν γξακκέο θαη δπν ζηήιεο πνπ πεξηθιείεηαη από δπν 

παξάιιειεο γξακκέο νλνκάδεηαη νξίδνπζα 2
εο

 ηάμεο. 

 

π.ρ.   
26

1




 

Οξίδνπκε όηη:



=αδ-βγ 

Έηζη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα έρνπκε όηη 
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26

1




=1(-2)-6α=-2-6α. 

 

ην ζύζηεκα () 
` ` `

x y

x y

  

  

 


 
 αληηζηνηρνύλ ηξεηο νξίδνπζεο: 

α. D=
`` 


=αβ`-α`β πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηνπο ζπληειεζηέο ησλ αγλώζησλ θαη ιέγεηαη νξίδνπζα 

    ηνπ ζπζηήκαηνο. 

β. D x =
`` 


=γβ`-γ`β ε νπνία πξνθύπηεη από ηελ D αλ ζηελ ζηήιε ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ x ζέζνπκε ηνπο 

    ζηαζεξνύο όξνπο. 

γ. D


=
`` 


=αγ`-α`γ ε νπνία πξνθύπηεη από ηελ D αλ ζηελ ζηήιε ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ y ζέζνπκε ηνπο 

    ζηαζεξνύο όξνπο. 

   

Γηα ην ζύζηεκα () απνδεηθλύεηαη όηη: 

 

i.   Αλ D 0 έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ x=
D

Dx
, y=

D

D
 

ii.  Αλ D=0 θαη D x  0 ή D

 0 είλαη αδύλαην. 

iii. Αλ D= D x = D =0 έρεη άπεηξεο ιύζεηο εθηόο αλ νη ζπληειεζηέο ησλ αγλώζησλ είλαη όινη κεδέλ ελώ 

     έλαο ηνπιάρηζηνλ από ηνπο ζηαζεξνύο όξνπο είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο νπόηε ην ζύζηεκα είλαη 

     αδύλαην. 

 

π.ρ. Να ιπζεί ην ζύζηεκα ()
3 5 2

3 1

x y

x y

 


 
 

Σν () γξάθεηαη ηζνδύλακα (`)
3 2 5

3 1

x y

x y

 


 
 γηα ην νπνίν έρνπκε: 

D=
31

23 
=3

2
-1(-2)=11 0 

D x =
31

25 
=5∙3-1(-2)=17 θαη 

D =
11

53
=3-5=-2 

 

Δπεηδή D 0 ην () έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ x=
11

17
, y=-

11

2
 

 

ΥΟΛΙΟ: 

Όηαλ ζε έλα ζύζηεκα νη ζπληειεζηέο ησλ αγλώζησλ θαη νη ζηαζεξνί όξνη δελ είλαη όινη ζπγθεθξηκέλνη 

αξηζκνί αιιά εμαξηώληαη από κηα παξάκεηξν ην ζύζηεκα ιέγεηαη παξακεηξηθό. Ζ δηαδηθαζία πνπ  
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θάλνπκε πξνθεηκέλνπ λα δνύκε πόηε ην ζύζηεκα έρεη κηα ιύζε, πόηε έρεη άπεηξεο ιύζεηο θαη πόηε είλαη 

αδύλαην ιέγεηαη δηεξεύλεζε. 

 

π.ρ. Να ιπζεί ην ζύζηεκα ()
2 2

2 4 8

x y

x y

 

 

  


  
 

Τπνινγίδνπκε ηηο νξίδνπζεο: 

D=
2

2




=4-ι

2
=-(ι-2)(ι+2) 

D x =
284

2








=2(ι-2)-ι(4ι-8)=2(ι-2)-4ι(ι-2)=(2-4ι)(ι-2)=-2(ι-2)(2ι-1) 

D


=
84

22








=2(4ι-8)-ι(ι-2)=8(ι-2)-ι(ι-2)= -(ι-2)(ι-8) 

 

Βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο είλαη D=0: 

D=0 -(ι-2)(ι+2)=0 ι=2 ή ι=-2. 

Δμεηάδνπκε πεξηπηώζεηο αλάινγα κε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι: 

 

i. Αλ D 0 δειαδή ι 2 θαη ι -2 ην () έρεη y κνλαδηθή ιύζε ηελ 

x=
D

Dx
=

)2)(2(

)12)(2(2








=

2

)12(2








 θαη y=

D

D
=

)2)(2(

)8)(2(








=

2

8








. 

 

ii. Αλ ι=2 ην αξρηθό () γίλεηαη (`)
2 2 0

2 2 0

x y

x y

 


 
 θαη έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

     Δπεηδή 2x+2y=0 x+y=0 y=-x έρνπκε όηη νη άπεηξεο ιύζεηο είλαη ηα δεύγε ηεο κνξθήο 

     (x,-x), xR (ή ηζνδύλακα (θ,-θ), θ  R). 

 

iii. Αλ ι=-2 ην αξρηθό () γίλεηαη (``)
2 2 4

2 2 16

x y

x y

  

   










8

2




 ην νπνίν είλαη αδύλαην. 

 

Γ. Γξακκηθό ζύζηεκα 3x3: 

 

    Να ιπζεί ην ζύζηεκα: ()















(3)    265

(2)   1032

(1)        6







 

 

    Έλα ζύζηεκα ηξηώλ εμηζώζεσλ κε ηξεηο αγλώζηνπο ιύλεηαη κε έλαλ από ηνπο παξαθάησ ηξόπνπο: 

 

1
νο

: Από ηηο δπν πξώηεο εμηζώζεηο θηηάρλνπκε έλα ζύζηεκα σο πξνο x θαη y, ην ιύλνπκε θαη ηηο ηηκέο 

       ηνπ x θαη y πνπ βξίζθνπκε ηηο αληηθαζηζηνύκε ζηελ ηξίηε εμίζσζε. 

       Έηζη έρνπκε: 
6

2 10 3

x y

x y





  


  
 από νπνύ παίξλνπκε x=2-σ (4) θαη y=-2σ-4 (5). 

       Αληηθαζηζηνύκε ηώξα ηηο (4) θαη (5) ζηελ (3) θαη παίξλνπκε: 5(2-σ)+6(-2σ-4)+σ=2 σ=-1. 

       Γηα σ= -1 από ηελ (4) έρνπκε όηη: x=2-(-1)=3. 
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       Γηα σ=-1 από ηελ (5) έρνπκε όηη: y=-2(-1)-4=-2. 

       Άξα ε ιύζε ηνπ () είλαη ε ηξηάδα (x,y,σ)=(3,-2,-1).  

 

 

2
νο

: Από ηηο εμηζώζεηο (1) θαη (2) απαιείθνπκε έλαλ άγλσζην, γηα παξάδεηγκα ηνλ x: 

 

      
6

2 3 10  (-1)

x y

x y





  


   


6

2 3 10

x y

x y





  

    

 θαη άξα y+2σ=-4. 

 

      Από ηηο εμηζώζεηο (1) θαη (3) απαιείθνπκε ηνλ ίδηνάγλσζην: 

      
6  (-5)

5 6 2

x y

x y





   


  


5 5 5 30

5 6 2

x y

x y





    


  
 θαη άξα 11y+6σ=-28. 

Σν αξρηθό () γίλεηαη (`)

6

2 4

11 6 28

x y

y

y







  


  
   

. Από ηηο δπν ηειεπηαίεο εμηζώζεηο ηνπ (`) έρνπκε όηη: 

     
2 4  (-11)

11y 6σ -28

y    


 
 

11 22 44

11 6 28

y

y





  


  
  θαη άξα -16σ=16 σ=1. 

Άξα ην (`) γίλεηαη (``)

6

2 4

1

x y

y







  


  
  

. 

Γηα σ=-1 από ηελ δεύηεξε εμίζσζε ηνπ (``) παίξλνπκε y=-2. 

Γηα σ=-1 θαη y=-2 από ηελ πξώηε εμίζσζε ηνπ (``) παίξλνπκε x=3. 

Άξα ε ιύζε ηνπ () είλαη ε ηξηάδα (x,y,σ)=(3,-2,-1). 

 

ΥΟΛΙA: 

1. Έλα ζύζηεκα ζαλ ην (``) όπνπ ε πξώηε εμίζσζε πεξηέρεη θαη ηνπο ηξεηο αγλώζηνπο, ε δεύηεξε εμίζσζε 

    πεξηέρεη κόλν ηνπο δπν αγλώζηνπο θαη ε ηξίηε εμίζσζε πεξηέρεη κόλν ηνλ έλα άγλσζην ιέγεηαη 

    θιηκαθσηό. 

2. Όηαλ νη ζηαζεξνί όξνη ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο είλαη όινη ίζνη κε κεδέλ ην ζύζηεκα ιέγεηαη      

     νκνγελέο. 

 

Έλα νκνγελέο ζύζηεκα κπνξεί λα έρεη: 

 

α. Μόλν ηε κεδεληθή ιύζε (0,0,0). 

β. Άπεηξεο ιύζεηο ζηηο νπνίεο πεξηιακβάλεηαη θαη ε κεδεληθή. Άξα έλα νκνγελέο ζύζηεκα έρεη πάληα 

     γηα ιύζε ηελ (0,0,0). 
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ΑΚΗΔΙ ΓΙΑ ΛΤΗ: 

 

1.   Να ιπζνύλ ηα ζπζηήκαηα: 

      α. 
3 4

5 2 3

x y

x y

 


 
           β. 

3 2 10

5 3 4

x y

x y

 


 
           γ. 

1 1
2

2 3

2 1 4
4

3 2

x y

x y

 
 


   



 

      δ. 2 2

3 4 7

x y

x y





  

           ε. 

1
0,3 0,1

2

2 2
1

3 2 3 6

x y

x y y x x y


 


     



 

 

2.   Οκνίσο ηα ζπζηήκαηα: 

      α. 

2 5
4

7 15
1

x y

x y


 



  


           β. 
2 3 2

2 8

x y

x y

  


 

         γ. 
2 3

3 4 11 0

x y

x y

  


  

 

      δ. 
2 1 1 7

1 1 1

x y

y x

    


   

 

 

3.   Οκνίσο ηα ζπζηήκαηα: 

      α. 

1 1
0

2 5 12

x y

x y


 


  

        β. 
  

3 2 21 0

2 3 0

x y

x y x y

  


  
        γ. 

8

1 5

x y

x y

 


  
 

 

4.   Γίλεηαη ην ζύζηεκα 
   

 

1 1

1 3 3

x y

x y

   

  

     


   

 .  

      Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ α θαη β, ώζηε ην ζύζηεκα λα έρεη ιύζε ηελ:    , 2,3x y  . 

 

5.   Ζ πεξίκεηξνο ελόο νξζνγσλίνπ είλαη 14 cm. Αλ απμήζνπκε ζπγρξόλσο ηελ κηα πιεπξά θαηά 2 cm θαη    

      ηελ άιιε θαηά 1  cm, ηόηε ην εκβαδό ηνπ απμάλεη θαηά 11 cm
2

. Πνηεο είλαη νη δηαζηάζεηο ηνπ  

       νξζνγσλίνπ; 

 

6.   Σν άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ελόο αξηζκνύ είλαη 7. Αλ  ελαιιάμνπκε ηελ ζέζε ησλ ςεθίσλ, παίξλνπκε  

      αξηζκό θαηά 9 κηθξόηεξν. Πνηνο είλαη ν αξηζκόο απηόο; 

 

7.   Να βξείηε έλα θιάζκα ηέηνην ώζηε αλ πξνζζέζνπκε ην 1 θαη  ζηνπο δπν όξνπο ηνπ λα γίλεηαη ίζν κε 
2

3
,   

      ελώ αλ αθαηξέζνπκε ην 2 από ηνπο όξνπο ηνπ, λα γίλεηαη ίζν κε 
1

2
. 
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8.   ε έλα πάξθηλγθ βξίζθνληαη ζπλνιηθά 60 απηνθίλεηα θαη κνηνζπθιέηεο. Αλ έρνπλ ζπλνιηθά 200  

      ηξνρνύο, πόζα είλαη ηα απηνθίλεηα θαη πόζεο νη κνηνζπθιέηεο. 

 

9.   Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο: 

      α. 

23 1 2
0

9 3 0 2

x x

x

 
 


   β. 

2

2 1
0

9 3x x


 
   γ. 0

1

x

x

 






 
 

 

10. Να ιπζνύλ ηα παξακεηξηθά ζπζηήκαηα: 

      α. 

2

1

x y

x y

   


 
         β. 

2

1

2

x y

x y

 

 

   

  

          γ. 
 

 

2 1

3 2 1

x y

x y

 



  


  

 

      δ. 
 

 

1

2 2 6

x y

x y

  

 

  

    

      ε. 
   

   

2 2

2

1 1

1 1

x y

x y

  

  

    


   

 

 

11. Γηα πνηα ηηκή ηνπ R , ην ζύζηεκα 
 
 

2 1 7

2 3 1 2

x y

x y

  

 

    


  

 είλαη  αδύλαην; 

 

12. Να βξείηε ηελ κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

2

2

1

1

x y

x y

 

 

   


  

  

 

13. Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι R , ην ζύζηεκα 
 2

3

8 6

x y

x y 

 


   

 έρεη άπεηξεο ιύζεηο;  

 

14. Να απνδείμεηε όηη αλ ην ζύζηεκα 

 

 2 4 1
2

x y

x y

    

 
  

   

 

   


  έρεη ιύζε ηελ    , 6,1x y  , ηόηε     

       έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

 

15. Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι R , ην ζύζηεκα 
 

 

1 8 4

3 3 1

x y

x y

 

  

  


   

 έρεη: 

      α. κνλαδηθή ιύζε                                           

      β. θακία ιύζε 

      γ. κνλαδηθή ιύζε  0 0,x y  ηέηνηα ώζηε 0 0 1x y           

      δ. άπεηξεο ιύζεηο 

 

16. Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι R , ην ζύζηεκα 
2 4

3 5

x y

x y

  


 
 έρεη ιύζε ε  νπνία επαιεζεύεη θαη ηελ εμίζσζε    

      5 17x y   
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17.   Γηα πνηεο ηηκέο ησλ ι θαη κ νη επζείεο κε εμηζώζεηο    3 1 1 5x y         

       θαη  
7

2 3 2
2

x y       , ηέκλνληαη ζην ζεκείν 
1

,3
2

 
  
 

. 

 

18. Γίλνληαη νη επζείεο  1 : 
1 2

0
3 5

x y

x y

  


  
 θαη  2 : 

1 2
1 0

1
y x






    . Να βξείηε ηηο ηηκέο  

       ηνπ ι, ώζηε νη επζείεο λα είλαη παξάιιειεο. 

 

19. Να ιπζνύλ ηα ζπζηήκαηα: 

      α. 

2 2

4 3 2

2 2 7 9

x y z

x y z

x y

  


   
   

      β. 

1

2 3 0

3 5

x y z

x y z

x y z

  


  
   

       γ. 

2 3

3 2 12

8 4 5 21

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

 

20. Οκνίσο ηα ζπζηήκαηα: 

      α. 

9 2 7 2

4 2

9 17 8 10

x y

x y

x y







  


   
   

   β. 

4 4 38

2 2 3 26

2 8

x y

x y

x y







  


  
   

      γ. 

3 5 0

0

4 7 0

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

 

21. Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο παξαβνιήο 
2y x x     , 0  , , , R     πνπ δηέξρεηαη από ηα  

      ζεκεία Α(1,2), Β(-2,11) θαη Γ(3,16). 

 

22.  Έλαο θαλαπέο θαη κηα πνιπζξόλα ζε πεξίνδν εθπηώζεσλ  θνζηίδνπλ 350 €. Ο θαλαπέο θαη έλα ηξαπέδη  

       θνζηίδνπλ 330 €. Ζ πνιπζξόλα θαη ην ηξαπέδη θνζηίδνπλ 180 €. Να ππνινγίζεηε πόζν θνζηίδεη ην  

       θαζέλα.   
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2.   Με γξακκηθά ζπζηήκαηα: 

 

Έλα ζύζηεκα ιέγεηαη κε γξακκηθό αλ ζε θάπνηα από ηηο εμηζώζεηο ηνπ εκθαλίδνληαη θάπνηνη από ηνπο 
2x , 

2y  ή x y . 

 

Γηα λα ιύζνπκε έλα κε γξακκηθό ζύζηεκα θάλνπκε ηελ εμήο δηαδηθαζία: 

 

1
νλ

: Αλ ην ζύζηεκα έρεη κηα γξακκηθή εμίζσζε ηόηε ην ιύλνπκε κε ηε κέζνδν ηεο αληηθαηάζηαζεο. Γειαδή 

      ιύλνπκε ηελ γξακκηθή εμίζσζε σο πξνο ηνλ έλα άγλσζην θαη αληηθαζηζηνύκε ηελ ηηκή ηνπ ζηελ άιιε 

      εμίζσζε. 

π.ρ. Να ιπζεί ην ζύζηεκα 
2 2

7

25

x y

x y

 


 
 

Από ηελ 1
ε
 εμίζσζε έρνπκε x+y=7 y=7-x. 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ 2
ε
 εμίζσζε παίξλνπκε x

2
+(7-x)

2
=25 x

2
+49+ x

2
-14x=25  

 2 x
2

-14x+24=0  x
2

-7x+12=0. 

Λύλνληαο ηελ ηειεπηαία βξίζθνπκε x 1 =4 θαη x 2 =3. 

Γηα x 1 =4 ε x+y=7 δίλεη y 1 =3 θαη γηα  x 2 =3 δίλεη y 2 =4. 

Άξα νη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ηα δεύγε (4,3) θαη (3,4). 

 

2
νλ

: Αλ θαη νη δπν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη β` βαζκνύ σο πξνο θάζε άγλσζην ηόηε κε θαηάιιειν 

      κεηαζρεκαηηζκό ην κεηαηξέπνπκε ζε γξακκηθό. 

π.ρ. Να ιπζεί ην ζύζηεκα 

2 2

2 2

25

5

x y

x y

  


 
 

Θέηνληαο x
2

 =α θαη y
2

 =β ην ζύζηεκα γίλεηαη γξακκηθό 








5

25




. Ζ επίιπζε ηνπ ηειεπηαίνπ 

ζπζηήκαηνο δίλεη α=15 θαη β=10. Άξα ζα έρνπκε  x
2

=15 θαη  y
2

=10 από όπνπ 

παίξλνπκε x= 15  θαη y= 10 . 

 

Γηα x= 15  από ηελ 1
ε
 εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο έρνπκε y= 10  δειαδή ηα δεύγε ( 15 , 10 ) θαη 

( 15 ,- 10 ) είλαη δπν ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Γηα x=- 15  από ηελ 1
ε
 εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο έρνπκε y= 10  δειαδή ηα δεύγε (- 15 , 10 ) θαη 

(- 15 ,- 10 ) είλαη επίζεο ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

3
νλ

: Αλ θαη νη δπν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο δελ είλαη β` βαζκνύ σο πξνο θάζε άγλσζην μερσξηζηά ηόηε ην 

      ζύζηεκα ιύλεηαη είηε κε ηε κέζνδν ηεο αληηθαηάζηαζεο είηε κε δηάθνξα ηερλάζκαηα πνπ βαζίδνληαη ζε      

      βαζηθέο αιγεβξηθέο πξάμεηο. 

 

π.ρ. Να βξεζνύλ ηα θνηλά ζεκεία ηεο παξαβνιήο y=3x
2

 θαη ηεο επζείαο 12x-3y=4. 

 

Γηα λα βξνύκε ηα θνηλά ζεκεία ησλ δπν ζρεκάησλ αξθεί λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεώλ ηνπο. 

Θέηνπκε y=3x
2

 ζηελ 2
ε
 εμίζσζε ε νπνία γίλεηαη 12x-3(3x

2
)=4 9 x

2
-12x+4=0.Ζ επίιπζε ηεο 

ηειεπηαίαο δίλεη x=
3

2
 (έρεη Γ=0). 
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Άξα από ηελ y=3x
2

 γηα x=
3

2
 παίξλνπκε y=

3

4
. 

πλεπώο ε παξαβνιή θαη ε επζεία πνπ καο δόζεθαλ έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν ην (
3

2
,

3

4
). 

 

ΥΟΛΙA: 

 

ε αζθήζεηο όπσο ε παξαπάλσ ηζρύνπλ ηα εμήο: 

 

1. Αλ Γ=0, ε επζεία θαη ε παξαβνιή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν (ζεκείν επαθήο) ζην νπνίν εθάπηνληαη. 

2. Αλ Γ > 0, ε επζεία ηέκλεη ηελ παξαβνιή ζε δπν ζεκεία. 

3. Αλ Γ < 0 ε επζεία δελ ηέκλεη ηελ παξαβνιή. 

 

 

 

ΑΚΗΔΙ ΓΙΑ ΛΤΗ: 

 

1.   Να ιπζνύλ ηα ζπζηήκαηα: 

      α. 

2

2

7

12 0

x y

xy

  


 

          β. 

2 2 13

4

x xy y

x y

   


 
          γ. 

4 4

2

17

xy

x y




 
           

      δ. 

2 2 2 4

4

x y xy

x y

   


 
    ε. 

2 2

6

13

xy

x y




 
                 δ. 

2

3

1

x y

x y

 


  
                  

      ε. 
2 2

3 4 1

1

9

x y

x y

 



 


      

 

2.   Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ηεο παξαβνιήο 
22y x   θαη ηεο επζείαο 3 2 0x y   . 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2: ΙΓΙΟΣΗΣΔ ΤΝΑΡΣΗΔΩΝ 

 

1.   Μνλνηνλία-αθξόηαηα-ζπκκεηξίεο ζπλάξηεζεο: 

 

Α. Μνλνηνλία ζπλάξηεζεο: 

 Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίσο αύμνπζα ζε έλα  δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο αλ γηα θάζε 1 2,x x   κε 1 2x x  ηζρύεη:    1 2f x f x . 

 Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε έλα  δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο αλ γηα θάζε 1 2,x x   κε 1 2x x  ηζρύεη:    1 2f x f x . 

 

ΥΟΛΙΑ: 

 

1. Μηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη κόλν γλεζίσο αύμνπζα ή κόλν γλεζίσο θζίλνπζα ζε     

    έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ιέγεηαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην Γ. 

2. Ζ ζπλάξηεζε    , 0f x x       είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  , ελώ αλ α<0 

ηόηε     

    είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  . 

 

Β. Αθξόηαηα ζπλάξηεζεο: 

 Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α, ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 0x A  

(νιηθό) ειάρηζην αλ:    0f x f x  γηα θάζε x A . 

 Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α, ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 0x A  

(νιηθό) κέγηζην αλ:    0f x f x  γηα θάζε x A . 

 

ΥΟΛΙΑ: 

 
1. Σν 0x A  όπνπ ε f παξνπζηάδεη (νιηθό) κέγηζηνή ειάρηζην, ιέγεηαη ζέζε ηνπ     

     (νιηθνύ) κεγίζηνπ ή ειαρίζηνπ. Ζ αληίζηνηρε ηηκή  0f x  νλνκάδεηαη κέγηζην ή     

     ειάρηζην αληίζηνηρα ηεο ζπλάξηεζεο f. 

2. Σν (νιηθό) κέγηζην θαη ην (νιηθό) ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο f, ιέγνληαη αθξόηαηα  

     ηεο f. 

3. Μηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα έρεη κόλν κέγηζην, κόλν ειάρηζην ή θαη ηα δπν ή θαη    

     θαλέλα από ηα δπν. 

 

Γ. Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέγεηαη άξηηα αλ: 

 γηα θάζε x A  θαη ην x A   θαη 

    f x f x   

 


